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1 概要
中間発表までは, 複素 Grassmann多様体の Morse関数について考察し, その臨界点から Schubert多様体
を考えてきた. そこから複素 Grassmann多様体のコホモロジーの積構造について簡単な例を用いて見てきた.
今回は Grassmann 多様体のコホモロジーの積構造について, Young 図形を用いることで決定していく. ま
た積構造を決める際に重要となるのが, Littlewood-Richardson数であるが, こちらの計算についても述べて
いく.
2 Young図形
Young図形とは, 同じ大きさの正方形の箱を左側に詰めて並べたもので, 下の行にいくほど箱の個数が減る
か同じであるものである.
(3, 2, 1), (2, 2, 2), (3, 3), (5)の Young図形は以下の通りである.
Young盤とは, Young図形に数を入れたもので, 行に関して右に行くほど弱増加, 列に関して下に行くほど
強増加するように正整数を入れたものである.
3 Grassmann多様体における Schubert多様体
定義 3.1 Grassmann多様体 GrnE = GrrE とは, E を m次元ベクトル空間としたとき, r 次元のなす空間
をいう.
せいぜい r 行m列の Young図形を , 固定されたコンプリートフラッグを F:とする.
と dim(Fi) = iの部分空間たちの
F: : 0 = F0  F1  F2  :::  Fm = E
に対して,

 = 
(F:) = fV 2 GrnE : dim(V \ Fn+i i)  i; 1  i  rg
を Schubert多様体とよぶ.
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 のホモロジー類のポアンカレ双対を  とする.
 を Schubert類と呼び,  = (k) のとき特殊 Schubert類と呼ぶ.
4 Pieriの公式
ここでは, Young図形が特別な場合においては, Schubert類のカップ積が簡単な形で求められることについ
て考察する.
定理 4.1（Pieriの公式）   (k) =
X
0

0 は に k コの箱を追加することにより得られる. ただし, k コの箱のうち 2コの箱は同じ列にはない.
例 4.2  = (3; 2); (1)のとき
よって, (3;2)  (1) = (4;2) + (3;3) + (3;2;1)
例 4.3  = (3; 2); (2)のとき
よって, (3;2)  (2) = (4;3) + (4;2;1) + (3;3;1) + (5;2) + (3;3;2)
5 Schur多項式
Pieriの公式を拡張し, Grassmann多様体のコホモロジーの一般的な積構造を決定したい.そのために Schur
多項式について述べる.
定義 5.1 各 Young 図形  と  の行がせいぜい m 行であるような整数 m に対して対称多項式
s(x1;    ; xm) =
X
T
xT を Schur多項式と呼ぶ.
ここで, T は Young盤である.
また, xT =
mY
i=1
(xi)
(T の中の i の数) である.
例 5.2  = (k)のとき,
s(x1;    ; xm) = s(k)(x1;    ; xm) =
X
i1i2ik
xi1   xik
これを, 完全対称式とよび, s(k) = hk とかく.
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命題 5.3 Schur多項式は完全対称式の行列式でかける.  = (1      k  0)のとき,
s(x) = det(hi+j i(x))1i;jk
定理 5.4（Pieriの公式） ss(k) = shk =
X
0
s0 ここで, 0 は に k 個の箱を付け加えることによって得
られる.ただし, k 個の箱の任意の 2個は同じ列にない.
定理 5.5（Littlewood-Richardson数） ss =
X
cs
c を Littlewood-Richardson数という.
6 Schubert類の積について
ここで, Grassmann多様体のコホモロジーの一般の積構造を決める定理を述べる.
対称関数の環を と仮定する.
加法的な準同型
 7 ! H(Grn(Cm))
を がせいぜい r 行 n列のとき Schur多項式 s を  に送り,他の場合は s を 0に送るとして定義する.
定理 6.1（W.Fulton(1997), Tamvakis, Harry(2004)）  =
X
c
c は Littlewood-Richardson数である.
7 Littlewood-Richardson数
c の具体的な計算方法について述べ, いくつかの例を計算していく.
定理 7.1 c は面積 の =上の Littlewood-Richardson歪盤の数である.
注意
 歪 Young図形 =とは Young図形  から Young図形 を除いたもの.
 歪盤 =とは歪 Young図形において, 行に関して右に行くほど弱増加, 列に関して下に行くほど強増加
するように正整数をいれたもの.
 歪盤 T に対して w(T )とは, T に関して, 右から左, 上から下と数を並べたもの.
 歪盤が面積  = (1; 2;    ; l)をもつとは歪盤の成分に関して, 1は 1 個, 2は 2 個,  , l は l 個
で構成されるときをいう.
 Littlewood-Richardson歪盤とは, 歪盤 T の w(T ) = a1a2    aN に関して,部分列 a1a2    ar をとっ
たときに, 任意の r に対して, (1の個数) (2の個数)   (lの個数)であるときをいう.
例 7.2  = (2; 1);  = (2; 1);  = (3; 3)のとき
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 = (2; 1)であるから, w(T ) = 121である. これは Littlewood-Richardson歪盤であるから, c(3;3)(2;1)(2;1) = 1
 = (2; 1);  = (2; 1);  = (2; 2; 2)のとき
 = (2; 1)であるから, 同様に w(T ) = 121で c(2;2;2)(2;1)(2;1) = 1
 = (2; 1);  = (2; 1);  = (3; 2; 1)のとき
 = (2; 1) であるから, w(T ) = 112; 121; 211 であって, Littlewood-Richardson 歪盤は w(T ) = 112; 121
であるから, c(3;2;1)(2;1)(2;1) = 2
このような計算で, Grassmann多様体のコモロジーの積構造を決定できる.
8 今後の課題
 次元が大きい Grassmann多様体のコホモロジーの積構造の規則性を明確にする.
 Schubert多項式について.
 等式  =
X
c に関する別証.
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